L’indispensable a connaitre pour bien démarrer la seconde année...

Formule du binéme de Newton : Soit n € N :

n
n n
VabeC, (a+b)" =) S Y () I
( : k=0 & k=0 k
Formule également vérifiée pour deux matrices carrées A et B qui commutent.

Formule de factorisation : Soit n € N* :
n—1

Va,beC, a" — (a—b Zakbnlk (a—b) Zanlkbk-

Formule également vérifiée pour deux matrices carrees A et B qui commutent

Relation d’Euler : V 6 € R, ¢ = cosf + isind .
0 ,—if 0 _ —if

Formules d’Euler : V 0 € R, cosf = % , sinf = %
i

Formule de De Moivre : Vn € Z, V0 € R, (cosf + isinf)™ = cos(nd) + isin(nh) .

Factorisation & connaitre : e + 1 = e/2(e/2 4 e=/2) = 2 cos(t/2)e'/?
Factorisation & connaitre : e!® 4 ¢? = i(a+0)/2(gia=0)/2 1 o=i(a=b)/2) — 9 cog((a — b)/2)ei(aH)/2

Méthode a connaitre :

n n . n . X 1— (eix)n-i-l

x # 0[27] : Zcos(k:m) = Rez et = ReZ(e”) = Re o w =
k=0 k=0

k=0

Tout nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées, opposées :
aeCa=ré r>0,0cR : 22=a — z=re'"? 2= —\/re/?
Racines n'™¢® de I'unité :
"= = z=w, =B ke o,n —1].
Racines n™** d’un nombre complexe a :
=0 = z= zowp, = 202 F/", k[0, n — 1],

ol 2z est une solution (particuliere) de z" = a.

Soient A(a), B(b), C(c) trois points distincts du plan complexe. Alors :

c—a
> A, B, C sont alignés si et seulement si eR.

b—a
>A_B>¢ﬁ@%eik

Inégalités triangulaires (réels et complexes) :

Va,yeC, |z -yl <|z+y| <|z|+ |yl

1— I.n+1

" n(n+1) L, n(n+1)@2n+1) & .
Sk=tntl g nlnt ) Sak -
k=1 k=1 k=0




Formule du triangle de Pascal :

mee e () (1) - (1)

Une suite réelle (uy,,) est majorée ssi: IM € R, Vn €N, u, < M.
Une suite réelle (uy,) est minorée ssi: Im € R, Vn € N, u, > m.
Une suite réelle (uy,) est bornée ssi: 3k € R, Vn €N, |u,| < k.

Une suite (un,) est arithmétique ssi : 3r € R, Vn € N, upiq = uy + 7.

Une suite (u,,) est géométrique ssi: 3q R, Vn €N, upt1 = up X q.
Une suite (u,,) est a récurrence linéaire d’ordre deux si il existe a,b € K tels que :

VnéeN, upro = atnt1 + buy,.

On considere alors 1’équation caractéristique (C) : 72 —ar —b =0 et on calcule A = a? — 4b.

Sur R :
— Si A >0:(C) admet deux racines distinctes r1 et rs.
Donc il existe A et p tels que : Vn €N, u, = Ar{ + pry.
— Si A =0:(C) admet une racine double 7. Donc il existe A et p tels que : Vn € N, u,, = (An+p)r".
— Si A < 0:(C) admet deux racines complexes conjuguées re*.

Donc il existe A et u tels que : Vn €N, u, =r" ()\ cos(nf) + usin(n@)).
Sur C : il n’y a que deux cas : A =0 ou A # 0.

Soient (u,) une suite réelle et £ € R.
lim w,=¢ <= Ve>0,INeN, YVneN, n>N = |u,—{ <e.

n—+oo

Im u, =400 < VAeR, AINeN, VneN, n>N = u, >A.
nﬁr}wun:—oo — VAeR, INeN,VneN, n>N = u,<A.
n—-—+0oo

Théoréme de la limite monotone : Si (u,) est une suite réelle monotone, alors (u,) possede une
limite.
Plus précisément : Si (u,) est croissante et majorée, alors (u,) converge. Si (u,) est croissante et non
majorée, alors lim wu, = 4oc.

n—4oo

Si (uy) est décroissante et minorée, alors (u,) converge. Si (u,) est décroissante et non minorée, alors

lim w, = —oo.
n—-+oo

Soit (uy) une suite de K. On appelle suite extraite toute suite de la forme (uy(,,)) ol ¢ est une fonction
strictement croissante de N dans N.

(un) et (v,) sont adjacentes ssi (u,) croissante, (v,) décroissante et hr—? (upn, —vy,) = 0.
n—-+0o0

Deux suites adjacentes sont convergentes et convergent vers la méme limite.

Soit (u,,) la suite définie par : ug € D et up41 = f(uy,) pour tout n € N, ot f : D — D, D partie de R.
> Soit g(z) = f(z) — z. L’étude du signe de g permet d’étudier la monotonie de (uy,) :

* Sig > 0sur D, alors (uy,) est croissante.

* Si g <0sur D, alors (u,) est décroissante.

De plus, si f est continue et (uy,) converge vers L € D, alors L est un point fixe de f (i.e. f(L) = L),
donc on peut rechercher les zéros de g afin de trouver des candidats pour une limite éventuelle.

> Si f est croissante, alors (u,) est monotone. Son sens de variation dépend de la position de ug et uj.

> Si f est décroissante, alors (usy,) et (ug,42) sont monotones, de sens contraire. Leurs sens de variation



dépendent de la position de ug et us.
> On utilise la Thm de la convergence monotone et la convergence vers point fixe pour conclure.

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles, (v,) étant non nulle & partir d’un certain rang.

. U ,
up = O(v,) & la suite (—n) est bornée.
Up
. Unp .
up = o(vy) < la suite (—) tend vers zéro.
Un

. U
U, ~ VU, < la suite (l) tend vers 1.
n

Caractérisation séquentielle de la continuité : Soient f: ] — Cet a € I.
f est continue en a si et seulement si, pour toute suite (z,,) de points de I qui converge vers a, la suite

(f(xy)) converge vers f(a).

Soit « € R. La partie entiere de x est 'unique entier n € Z tel que n < x < n + 1. On la note |z].

Soit A une partie non vide de R.
> A est majoréesi: I M eR, Vaxe A x < M. Dans ce cas, on dit que M est un majorant de A.
La borne supérieure de A, notée Sup(A), est le minimum de I'ensemble des majorants, si il existe.
C est un majorant de A
CSup(A)@{ Ve>0,3dacA C—c<a
Caractérisation séquentielle : C' = Sup(A) si et seulement si C' est un majorant de A et il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers C.
Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.
> A est minorée si: AmeR, Ve A, x>m. Dans ce cas, on dit que m est un minorant de A.
La borne inférieure de A, notée Inf(A), est le maximum de 'ensemble des minorants, si il existe.
D est un minorant de A
D_I"f(A)@{ ¥e>0 3acA Die>a
Caractérisation séquentielle : D = Inf(A) si et seulement si D est un minorant de A et il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers C.
Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Soit f: E—F, ACEet BCF.
Image directe de A : f(A) ={f(z); x € A} ={ye F; 3z € A, y=f(z)}
Image réciproque de B : f~1(B) = {z € E; f(z) € B} (f n’a pas besoin d’étre bijective)

Soit E et I’ deux ensembles et f: E — F.

> f est injective ssi: V (z,2') € E?, z # 2’ = f(z) # f(2') .
> f est injective ssi : V (z,2) € E?, f(z) = f(2') = z=1'.
> f est surjective ssi:Vy e F, 3z € E, y= f(z) .

> f est bijective ssi f est injective et surjective.

> f est bijective ssi:Vy e F, Az e E, y=f(x).

Soit f: I — R, a € ITUbI et £ € R (bI désigne I'ensemble des bornes finies de I).
lim f(z) =4 < Ve>0,30>0, Ve el, [zr—a|<d = |f(z)—{ <e.

Tr—a
Une fonction f: I — R est dérivable en xg € I ssi la limite lim M existe et est finie.
T—TQ xTr — ,’L‘O
f(@o +h) = f(z0)

existe et est finie.

Une fonction f: I — R est dérivable en x(y € I ssi la limite }llirrb W
o



Théoréme des bornes atteintes : Toute fonction continue sur un segment y est bornée et atteint ses
bornes.

Théoréme des valeurs intermédiaires :

Soit f : [a;b] — R continue sur [a; b].
Toute valeur comprise entre f(a) et f(b) est atteinte par f en au moins un point de [a;d] .

Théoreme de la bijection :
Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone sur I. On pose J = f(I).
Alors :

1. J est un intervalle.

La fonction f : I — J est bijective.
La fonction f~!:J — I est strictement monotone de méme sens que f.

La fonction f=!:.J — I est continue.

ot W

Les courbes Cy et Cy-1 sont, dans un repere normé, symétriques par rapport a (A) : y=2x .

Soit f : I — J bijective, dérivable et telle que f’ ne s’annule pas sur I.

/
Alors f~! est dérivable sur J et (f‘1> = o

Théoréme de Rolle :
Soit f : [a;b] — R continue sur [a; b, dérivable sur ]a; b[ et telle que f(a) = f(b).
Alors : 3 c €lajb], f'(¢)=0.

Egalité (théoréme) des accroissements finis :
Soit f : [a;b] — R continue sur [a; b], dérivable sur |a;b[ .

Alors : 3 ¢ €]a; b], %ﬁ:(a) = f'(c) .

Inégalité des accroissements finis :
Soit f : I — R est dérivable sur I a dérivée bornée.

Alors : ¥ 2y € I |f(@) = f(u)| < sup f'| x 2~y

Formule de Taylor avec reste-intégrale : (Non exigible)

Soient n € N, f € C"*(I) et a € I.

Alors: Vz e I, f( )—Zn:f(k)(a)( —a)f 4 L Zf(”“)(t)( —t)"dt

ors:Vzel, f(z) = o (@—a - T .
k=0 a

Inégalité de Taylor-Lagrange : Soient n € N et f: I — C de classe O™,
On suppose que f(**1) est bornée sur I : I M4 € Ry, VeI, [f"H)(2)] < My,

" b= a) g, | Ib—a"t]

Alors : I =N L Mg < B M.
ors : Va,bel, |f(b) kz:;) o f (a)‘ ST a1
Formule de Taylor-Young : Soient n € N, f e C"(I) et a € 1.
Alors : f(z) —Zn: () (z —a)* +o((z —a)")

: a_k o )
=0

Théoréme de la limite de la dérivée : Soit f une fonction continue sur I, dérivable sur I\{a} et

telle que lim f'(z) =1 €R. Alors lim flo) = fla) _ l.

r—a T — Qa
En particulier, si I € R f est dérivable sur I tout entier et f’ est continue en a.




Sommes de Riemann :
Soit f : [a, b] — R une fonction continue.

e A

i S
N
Une fonction f : I — R est convexe lorsque :

Alors hm

¥ (z,y) € I, VXA € [0,1], fAz+ (1= Ny) < Af(z) + (1= A)f(y)

Le graphe d’une fonction convexe est en dessous de ses sécantes.

Si f est convexe et dérivable, son graphe est au dessus de ses tangentes.

Inégalités des trois pentes : Soit f: [ — R.

£0) = 1(@) _ )= f(a) _ F(0)~ )
b—a - c—a - b—c

Si f est dérivable, f est convexe si et seulement si f’ est croissante.

Si f est deux fois dérivable, f est convexe si et seulement si f” > 0.

f est convexe ssi V (a,b,c) € I? tqa < b < c,

Les fonctions usuelles :
> La fonction In est définie, strictement croissante et dérivable sur R* .
In(1+ x)

lim In(z) = —c0 lim In(z) = +oo lim =1.
r—0Tt r—+00 z—0

x
Vo, ye Ry, VneZ, In(ry) = In(z) + In(y) et In(z™) = nln(x).
Vo> —1, In(l+z) <z, avec égalité si et seulement si z = 0.

> La fonction exponentielle est définie, strictement croissante et dérivable sur R.

r—1
lim e®* =0, lim e®= 400, lim =1
T——00 r——+00 x—0 x€X

Vz,y€eR, VneZ, exp(r+y) =exp(x)exp(y) et exp(nx) = (exp(ac)) .
VreR, 14+ x < e avec égalité si et seulement si z = 0.

pVaeR, VaeR:, x%:=exp(aln(x)) (il s’agit d’une notation).

Vz,yeR:, Va, beR, 2% = (zy)?, 2% = 29%° (29)° = 29,

*Sia>0:x+— x% est strictement croissante, lim z® =0, lim z% = 4oc0.
rz—0t r—+00

*Sia<0:x+— x% est strictement décroissante, lim z% = 400, lim 2% =0.
r—0+ T—r+00

x

> Croissances comparées : lim =0, lim zln(z) =0, lim — = +oo, hm ze® = 0.
r—r+00 x x—0 r—4o00 I —00

In(x)

Plus généralement :
axr

1 b
Va, beRY, lim () =0, lim 2% In(z)® =0, lim == +o00, lim |z|’e* = 0.
r——+00 xra z—0 r——+00 xb T——00

> La fonction Arccos est définie et continue sur [—1,1], & valeurs dans [0,7]. Elle est dérivable sur
-1

V1—2z2
La fonction Arcsin est définie et continue sur [—1, 1], & valeurs dans [ — g, g} Elle est dérivable sur
1
La fonction Arctan est définie et continue sur R, & valeurs dans } — g '35 [ Elle est dérivable sur R, de
1
1+ a2

] —1,1], de dérivée = —

] —1,1], de dérivée = —

dérivée = —




z -z x _ ,—x h
>VaxeR, ch(z) = %, sh(z) = %7 th(z) = sh(z)

ch(x)
La fonction ch est paire, dérivable sur R, de dérivée sh.
La fonction sh est impaire, dérivable sur R, de dérivée ch.
La fonction th est impaire, dérivable sur R, de dérivée ok
c

lim ch(z)= lim sh(z)=4oco0, lim th(z)=1.
T—r+00 Tr—+00 r—+0o0

lim ch(z) = +o0, lim sh(z)=—o0, lim th(z)=—1.
xr—r—00 Tr—r—00 r—r—00

> Division euclidienne de polynémes :
Soit A,B € K[X], B#0: 3! (Q,R) € K[X]?, A=BQ + R et deg R < deg B.

> Racine d’un polynoéme : Soit P € K[X].

a € K est une racine de P ssi P(«) = 0.

a € K est une racine de P ssi 3 Q € K[X] tel que P = (X — a)Q.

a € K est une racine simple de P ssi X — a'| P et (X — a)? ne divise pas P.
a € K est une racine simple de P ssi P(a) =0 et P'(a) # 0.

a € K est une racine d’ordre au moins k € N* de P ssi (X — a)* | P.

o € K est une racine d’ordre au moins k € N* de P ssi P(a) = --- = P*~1(a) = 0.
a € K est une racine d’ordre exactement k € N* de P ssi (X — a)¥ | P et (X — a)¥*! ne divise pasP.
o € K est une racine d’ordre exactement k de P ssi P(a) =--- = P*~Y(a) =0 et P*)(a) # 0.

> Les polyndmes irréductibles de C[X] sont ceux de degré un.
Les polynomes irréductibles de R[X] sont ceux de degré un et ceux de degré deux a A < 0.

> Soit P =aX?+bX +¢, a#0.

. ) c
La somme des racines de P vaut —— ; leur produit vaut — .
a

Théoréme de d’Alembert-Gauss :
Tout polynéme P € C[X] non constant admet au moins une racine dans C.

Décomposition en éléments simples sur R et sur C des fonctions rationnelles a poles simples.

Définition d’'un K-espace vectoriel F : voir le cours pour les dix axiomes.
Festunsevde Essi: F#£(), FCFEetVAeK, Va,ye F, A\ +y € F.
F et G désignent deux sous-espaces vectoriels de E :
E=F0G <<= VzekFE, A (zp,zq) € FxG, = zp+zag
< E=F+Get FNG ={0}.
SidimFE finie: E=F®G < dimFE =dimF +dimG et FNG = {0} .

Le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs vy, ..., v, est :

Vect(vi,...,vp) = { o1+ -+ Xpvp; Ar,..., A € K}

Soit F, F' deux K-espaces vectoriels.
Une application f: E — F est linéaire ssiV A €K, Va,y € B, f(Ax+y) =Af(z)+ f(y).
Une forme linéaire sur un K-espace vectoriel E est une application linéaire de F dans K .



Soit f € L(E, F).

Le noyau de f est Kerf ={z € E; f(z) =0}

L’image de f est Imf ={f(z); x € E}={ye€ F; 3z € E, y= f(x)}.
Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans F.

Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

On appelle hyperplan d’un espace vectoriel F le noyau d’une forme linéaire non nulle.
Si H est un hyperplan de E et D une droite de E non incluse dans H, alors E = H ®D.

Une application p : E — E est un projecteur de E ssip € L(E) et pop = p.
On a alors £ = Kerp® Imp .

Une application s : E — E est une symétrie vectorielle de E ssi s € L(E) et sos = Idg .
On a alors F = Ker(s — Idg) ® Ker(s+ Idg) .

Soient vy, .., v, des vecteurs de F.
(v1,...,vp) est libre ssi (A1v1+~~~+)\pvp:0 = A= :)\p:()) .

(v1,...,vp) est génératrice de E ssi Vect(vy,...,v,) =FE .
(v1,...,0p) est génératrice de E ssiVa € E, 3 (A1,...,0,) €EKP, = vy + -+ v, .

(v1,...,vp) est une base de E ssiVz € E, 3! (A1,..., ) €KP, x = o1 + -+ A\, .
(v1,...,vp) est une base de E ssi elle est libre et génératrice.
Un espace vectoriel est de dimension finie s’il possede une famille génératrice finie.

Théoréme de la base extraite : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. De toute famille géné-
ratrice, on peut extraire une base.

Théoréme de la base incompléte : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toute famille libre
peut étre complétée en une base de FE.

Théoréme du rang : Soit f € L(E, F), dim F finie.
Alors :

dim F = dim Kerf + dimIm f = dim Kerf +rg f.

Résolution d’'un systéme linéaire par la méthode du pivot de Gauss.

La matrice d’une application linéaire dans des bases fixées (départ et arrivée) est constituée en colonnes
par les coordonnées dans la base d’arrivée des images des vecteurs de la base de départ.

Formule vectorielle contravariante de changement de bases :

Si X = Matg(z), X' = Matc(x), P = Pg_,c, alors X' = P71 X.
Formule matricielle contravariante de changement de bases : soit f € L(FE) :

Si A= Matg(f), A’ = Matc(f), P = Pp_c, alors A’ = P~1AP.

A € M, (K) est inversible (A € GL,(K)) ssi il existe B € M, (K) telle que AB = I,,.
A € M, (K) est inversible (A € GL,(K)) ssi DetA # 0.
A € M, (K) est inversible (A € GL,(K)) ssi rg A = n.

Méthodes de calcul des déterminants des matrices de M,,(R).



Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive sur E.

Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit F un espace préhilbertien réel.
Alors :

Va,y€eE, |[<z,y>|<|z| x|y

avec égalité ssi x et y sont liés.

Inégalité triangulaire : Soit F un espace préhilbertien réel.
Alors :

VayeE, [v+yll <zl + [yl

avec égalité ssi x et y sont positivement liés.

Soient (E, <,>) un espace préhilbertien réel et F' un sev de E de dimension p. Soit (e1, ..., e,) une base
orthonormale de F'.

Le projeté orthogonal d'un vecteur « € F sur F est donné par wp(z Z <z,ep> ek .

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : Soient (E, <, >) un espace préhilbertien réel

et F' un sev de E de dimension p. Soit (vi,...,v,) une base de F. On souhaite construire une base
orthonormale (eq,...,ep) de F' a partir de la famille (vq,...,v,). Voici l'algorithme :
U1
On pose e = —— .
[lo]]
k
Une fois 1 t truit - . €k
ne fois les vecteurs ey, ..., e, construits, on pose €541 = Vg1 — < Vk41,€; > €; puis epy1 = Tl
, +1
i=1

On poursuit ainsi jusqu’au calcul de e, .
On obtient une base orthonormale de F' qui vérifie pour tout k € [1,p], < e, v >> 0.

On considére un espace probabilisé fini (€2, 73( )s P).
VA € P(Q =Y P({w})

Card(A
Si P est une probabilité uniforme sur €2, alors pour tout I P(), P(A) = ard(4)

Card(Q2)"

e Formule des probabilités composées :
Soient Aj,..., A, n événements tels que P(A; N---NA,_1) > 0.
Alors :

P(() Ax) = P(A N+~ NAy) = P(A1)Pa, (A2)Paynay (As) - Paynena,_, (An).

e Formule des probabilités totales :
Soit (A, ..., A,) un systeme complet d’ evenements (SCE) tel que P(Ax) > 0 pour tout k € [1,n].

Alors : V B € P(Q), ZPBmAk ZPAk Ay).

e Formule de Bayes : (ou formule des causes)
Soient A, B € P(§2) deux événements non négligeables (P(A) > 0, P(B) > 0).
Pa(B)P(A)
Alors Pgp(A) = ————~——=
ors Pp(A) = P(5)
Si(Ag,...,A,) est un SCE, alors pour tout B € P(Q) tel que P(B) >0, on a :
P, (B)P(4A) Pa,(B)P(Ai)

Pp(A;) = = — .
S Pa, (B)P(A)
k=1

P(B)



Pour une variable aléatoire X, si X(Q) = {z1,...,2,}, on appelle espérance de X le nombre réel défini
par :

E(X)=> xP(X =)
i=1

La variance de X le nombre réel positif ou nul défini par :

V(X) = BE(X - B(X))*) = Y (2 = E(X))*P(X = z;) = B(X?) - (E(X))?
i=1

L’écart-type de X le nombre réel positif ou nul défini par : o(X) = /V(X).

Soient X, Y deux v.a.d. définies sur un méme espace probabilisé.
La covariance de X,Y est le nombre réel :

Cov(X,Y) = E((X ~E(X))(Y — E(Y))) = BE(XY) - E(X)E(Y).

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cou(X,Y).

Loi constante.
X(Q) ={)\}, P(X=X=1, EX)=EW\) =X V(X)=0.

Loi uniforme. 1
X(Q) ={z1,...,zn}, P(X:xl):---:P(X:xn):ﬁ

Loi de Bernoulli B(p) de parameétre p € [0;1].
X)) ={0;1}, PX=1)=p, P(X=0)=1-p, EX)=p, V(X)=p1-p).

Loi binomiale B(n,p) de parameétres n € N*, p € [0;1].
On répete n épreuves de Bernoulli indépendantes de parametre p € [0; 1] et on considére la v.a.r. X qui
compte le nombre de succes obtenus a l'issue des n épreuves.

X(©) = 0], ¥ k€ D], POX =) = ()60 9" B = np, VOO = (1 = )

e Inégalité de Markov pour une variable aléatoire réelle Y :

E(Y])
b

V>0, P(Y|=20b) <

e Inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour une variable aléatoire réelle X :

V(X)

Va>0, P(X—EBEX)|>a) <

a



’Les développements limités usuels.‘

n .Tk 2 n
" 7 o) Ftat St o(a”)

k=0
hz =) ot + oz ) #=1 + i et il + o(x*" )
BETL o) LT (2n)!

k=0

n (E2k+1 a2 3 x2n+1 a2
shxo—];)(2k+1)!+ (x )—x—k?—i— @n T 1) (x )

3 2 5 17 7

the =2 — — + — — —— 4 o(z®)

-1 k..2k 2 —_1)» 2n
cos X O:Z & + 0(x2n+1) =1 — - S & + 0(x2”+1)

| | |
k=0 (2k)! 2! (2n)!
. 7271 (_1)%%“ 2n+2y _ ? (=1)ra> ! 2n+2
Slnxﬁk_om+o($ )o*x*§+"'+m+0(x )
23
tanz =z + 3 + o(z*)

1—=x P
1 n
T 2 (CDe o) Fl—a e (21)"a" + o(a")
k=0
n
-1 kxk—i-l .I‘2 -1 nmn—&-l N
ln(l‘f'x) OZZ%+O($”+1) FF—?++%+0($ +1)
k=0
1 - )
1+ a2 0:,;)(‘1)%2’“ +o(a® ) F=1 = 2® - 4 (=1)"2?" + o(a®" )
n -1 k. .2k+1 (E3 -1 nx2n+1
Arctanz 0:2 % + 0(;52"‘*‘2) = — 5 4+ % + 0(x2”+2)
k=0
-1 -1 (x— 1
(14 x)“ 0214-04964—7&(0[2' )x2+...+ afa—1) n'(a n )33”—&-0(33")7 a€eR
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Les formules trigonométriques usuelles.

sh
ch?z —sh?z =1 chx +shx =¢e” chx —shx=e"" thx:—x
chzx
9 .9 sinx 9 1
cos“x +sin“x =1 tanx = 1+ tan“z = 5
ST 08’ x
cos(m —x) = —cosz cos(m+x) = —cosx cos(m/2 —x) =sinzx cos(m/2 4+ x) = —sinzx
sin(m —z) =sinz sin(r + z) = —sinz sin(7r/2 — x) = cosz sin(n/2 + z) = cosx
tan(r — z) = —tanx tan(w + ) = tanz (la fonction tan est m—périodique)
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb
sin(a + b) = sina cosb + sinbcosa sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
tana + tanb tana — tanb
t b)y=——— t —-b)=—
an(a +b) 1 —tanatanb an(a ) 1+ tanatanbd
cos2x = cos?x —sinx = 2cos2z —1=1—2sin’z
B 14cos2x . 4 1 —cos2x
cos*r=———5§in“z=—
2 2
2t
sin 2z = 2sinx cos T tan2x = Lﬂg
1 —tan“z
o p+gq p—q B . p+q . p—q
cosp + cosq = 2 cos cos — cosp —cosq = —2sin sin —
. . Pptq p—q . .. P—q ptgq
sinp + sing = 2sin COST sinp — sing = 2sin 5 COST
1 . . 1
cosacosb = B (cos(a + b) + cos(a — b)) sinasinb = B (cos(a — b) — cos(a + b))
1
sinacosb = i(sin(a +b) + sin(a — b))
0 2t 1—t2 2t
En posant t =tan - , on a : tanf = cosf = —— sinf = ——
2 1—¢2 142 142
i s i T
3 2 1
COS(ZL‘) 1 5 ? Ff 0-1
: 1 2 3
sm(a:) 0 5 5 |5 1 0

Inégalité & connaitre : V z € R, |sin(x)| < |z|.
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’Liste des dérivées

usuelles
f(x) f'(x) Domaine de dérivabilité
axr+ Q R
< azr® T R%, a €R
u(z)® o/ (z)u(z)* !
e’ e’ R
eu(l) ul(x)eu(l)
In |z| 1 R*
x
I
Infu(z) )
u(z)
sinx cos T R
sinu(x) u'(z) cos u(x)
cos T —sinz R
cos u(x) —u/(z) sinu(z)
1 9 T
tanx m—l—i—tanx R\{§+k7r,k€Z}
tan u(x) wiz) _ u'(z) (1 + tan® u(z))
cos? u(x)
+1
Arcsinz, Arccosz —_— —-1;1
T ] [
:l: /
Arcsinu(z), Arccosu(x) v ()
1 —u(x)?
1
Arctanz 1522 R
!
Arctan u(x) w(z)
14+ u(x)?
shx, chx chz, shx R
shu(z), chu(z) u'(z) chu(z), v (x)shu(x)
thz % =1-th%r R
ch”x
thu(z) wiz) _ v (z) (1 — th*u(z))
ch? u(z)
(9o f)(@) =g(f(x)) g (f(@)f'(x)
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Il faut également connaitre parfaitement les fonctions usuelles (In, exp, cos, sin, tan, Arccos, Arcsin, Arctan, ch, s
domaine de définition, de dérivabilité, dérivée, graphe, propriétés...
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